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7.1.B12
Necht’ ϕ : V → V ′ je injektivní lineární zobrazení. Dokažte, že platí:
u1, . . . ,uk ∈ V jsou lineárně nezávislé ⇐⇒ ϕ(u1), . . . , ϕ(uk) jsou lineárně nezávislé.

„=⇒“
Uvažme rovnici:

t1 · ϕ(u1) + · · ·+ tk · ϕ(uk) = o′

Pro libovolné lineární zobrazení platí ϕ(o) = o′ a tedy dostáváme:

t1 · ϕ(u1) + · · ·+ tk · ϕ(uk) = ϕ(o)

Za použití definice lineárního zobrazení dostáváme:

ϕ(t1 · u1 + · · ·+ tk · uk) = ϕ(o)

Nyní využijeme toho, že je ϕ injektivní a musí tedy platit:

t1 · u1 + · · ·+ tk · uk = o

Protože jsou ale vektory u1, . . . ,uk lineárně nezávislé, musí být t1 = · · · = tk = 0.
Vektory ϕ(u1), . . . , ϕ(uk) jsou tedy lineárně nezávislé.

„⇐=“
Tato implikace platí pro libovolné lineární zobrazení. Jedná se obměnu Věty 1.1.3.
Důkaz tedy jen ve zkratce:

t1 · u1 + · · ·+ tk · uk = o ⇒ ϕ(t1 · u1 + · · ·+ tk · uk) = ϕ(o) ⇒ t1 · ϕ(u1) + · · ·+ tk · ϕ(uk) = o′

Protože jsou vektory ϕ(u1), . . . , ϕ(uk) lineárně nezávislé, musí být t1 = · · · = tk = 0.
Vektory u1, . . . ,uk jsou tedy lineárně nezávislé.


